Foglio 4 - Limiti con l'asintotica equivalenza by Bonfiglioli, Andrea
Esercitazioni di Analisi Matematica 1  Prof. A. Bonfiglioli
Foglio 4 - Limiti (asintotica equivalenza; altre forme indeterminate)
I Esercizio 1. Utilizzando anche il metodo di asintotica equivalenza (a partire dai cosiddetti limiti
notevoli visti a Lezione), dimostrare preventivamente che
tg (sin(2x2))  ln(1 + 3x2)  6x4 per x! 0.














tg (sin(2x2))  ln(1 + 3x2)









[Riconoscere che è stato applicato anche un argomento di continuità...]
5. lim
x!0



























tg (sin(2x2))  ln(1 + 3x2)
x6   2x5 [ 1]
11. lim
x!0 
tg (sin(2x2))  ln(1 + 3x2)
x8   2x7 [+1]
12. lim
x!0





tg (sin(2x2))  ln(1 + 3x2)
x9   2x8 [ 1]
14. lim
x!0 



















[La notazione exp(y) sta per ey.]
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[Studiare con cura il segno del numeratore...]
I Esercizio 3. Calcolare i seguenti limiti, riconducibili a limiti di funzioni razionali fratte.
Attenzione: non fatevi ingannare dai limiti per x! +1 o x!  1 (in cui, in presenza di inniti,
va raccolto l'innito di ordine maggiore); non fatevi nemmeno ingannare dai numeratori/denominatori
del tipo (p(x))n, dove non si deve assolutamente espandere l'elevamento alla n ma si deve dapprima
fattorizzare il polinomio p(x)...
1. lim
x!0
x5 + x4   2x3   2x2 + x+ 1
x2   2x+ 1 [1]
2. lim
x!+1
x5 + x4   2x3   2x2 + x+ 1
x2   2x+ 1 [+1]
3. lim
x!1
x5 + x4   2x3   2x2 + x+ 1
x2   2x+ 1 [8]
4. lim
x! 1
x5 + x4   2x3   2x2 + x+ 1
x2   2x+ 1 [0]
5. lim
x!1
(x5 + x4   2x3   2x2 + x+ 1)2
x2   2x+ 1 [0]
6. lim
x! 1
x5 + x4   2x3   2x2 + x+ 1
x2   2x+ 1 [ 1]
7. lim
x!1
x5 + x4   2x3   2x2 + x+ 1
(x2   2x+ 1)2 [+1]
8. lim
x!2
x3   3x  2
x2   x  2 [3]
9. lim
x! 1
x3   3x  2
x2   x  2 [0]
10. lim
x!+1
x3   3x  2
x2   x  2 [+1]
11. lim
x!2
x2   x  2
x3   3x  2 [1=3]
12. lim
x! 1
x2   x  2
x3   3x  2 [@]
13. lim
x!( 1)+
x2   x  2
x3   3x  2 [+1]
14. lim
x!+1
x2   x  2
x3   3x  2 [0]
15. lim
x! 1
x2   x  2
x3   3x  2 [0]
16. lim
x!( 1)+
 2x2 + 2x+ 4
x3   3x  2 [ 1]
17. lim
x!( 1) 
 2x2 + 2x+ 4




 2x2 + 2x+ 4
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x3   3x  2





x3   3x  2






x3   3x  2





x3   3x  2





x3   3x  2
x3   3x2 + 4 [@]
26. lim
x!2+
x3   3x  2
x3   3x2 + 4 [+1]
27. lim
x! 1
 x3 + 3x+ 2
x3   3x2 + 4 [ 1]
28. lim
x!2 
 x3 + 3x+ 2




x3   3x  2






x3   3x  2





x3   3x2 + 4
x3   3x  2 [0]
32. lim
x!0
x3   3x2 + 4
x3   3x  2 [ 2]
33. lim
x! 1
x3   3x2 + 4
x3   3x  2 [@]
34. lim
x! 1
x3   3x2 + 4

























x4   2x3 + 2x  1
x4   x3   3x2 + 5x  2 [2=3]
41. lim
x!+1
x4   2x3 + 2x  1
x4   x3   3x2 + 5x  2 [1]
I Esercizio 4. Spiegare perché il limite lim
x!+1 ln
 2x2 + 2x+ 4
x3   3x  2

non ha alcun signicato (il che
è ben diverso da dire che non esiste o che fa  1, entrambe queste cose essendo false in questo caso...).
I Esercizio 5. Dimostrare che il graco della funzione
x3   3x  2
x2   x  2
coincide con una retta privata di due punti.
Dimostrare che il graco della seguente funzione coincide con una parabola privata di un punto:
x3   3x  2
x  2
I Esercizio 6. Utilizzando anche il metodo di asintotica equivalenza (a partire dai cosiddetti limiti
notevoli visti a Lezione), calcolare i seguenti limiti:
1. lim
x!0
sin(sin(sin(sin(x4))))  j cosxj
(e2x   1)4 [1=16]
2. lim
x!0 
(esinx   1)  log(2 + x)
 j sinxj [log 2]
3. lim
x!0
































jxj sin(x2) (ex3   1) [+1]
9. lim
x!0






































































ex3 1   1 [1=3]
22. lim
x!2 
sin(x2   x  2)p
x2   4x+ 4 [ 3]
23. lim
x!2





















(1 + sinx)1=tg x [e]
28. lim
x!0






















I Esercizio 7. Si mediti bene sui seguenti esercizi!
1. Dimostrare che se f(x) = x, F (x) = x+ x2, g(x) =  x e G(x) =  x+ x3, si ha
f(x)  F (x) per x! 0, e g(x)  G(x) per x! 0,
ma non è vero che f(x) + g(x)  F (x) +G(x) per x! 0.
2. Dimostrare che se f(x) = x, F (x) = x, g(x) = x  x3 e G(x) = x  x4, si ha
f(x)  F (x) per x! 0, e g(x)  G(x) per x! 0,
ma non è vero che f(x)  g(x)  F (x) G(x) per x! 0.
I precedenti esempi mostrano che la asintotica equivalenza  non ha, IN GENERALE, un buon
comportamento rispetto alla somma e alla sottrazione; in altri termini(
f(x)  F (x) per x! 0
g(x)  G(x) per x! 0
IN GENERALE NON É DETTO CHE IMPLICHI
f(x) g(x)  F (x)G(x) per x! 0.
Tuttavia, da un punto di vista della logica, ciò non esclude che ci possano essere degli esempi in
cui  ha un buon comportamento rispetto a tali operazioni, come mostrano i seguenti esempi:
3. Dimostrare che se f(x) = x, F (x) = x, g(x) = x  x5 e G(x) = x  x7, si ha
f(x)  F (x) per x! 0, e g(x)  G(x) per x! 0,
ed è anche vero che f(x) + g(x)  F (x) +G(x) per x! 0.
4. Dimostrare che se f(x) = x, F (x) = sinx, g(x) = x3 e G(x) = sin3 x, si ha
f(x)  F (x) per x! 0, e g(x)  G(x) per x! 0,
ed è anche vero che f(x)  g(x)  F (x) G(x) per x! 0.
5. A conferma che, IN ALCUNI CASI, potrebbe accadere che  abbia un buon comportamento
con la somma o la dierenza (pur non essendo ciò asseribile IN GENRALE, come mostrato dagli
esercizi 1 e 2), provare quanto segue (bisogna ricorrere alla denizione di  per fare queste due
dimostrazioni):
() Se, per x! 0, f(x)  x e g(x)  x allora f(x) + g(x)  2x per x! 0.
() Se, per x! 0, f(x)  x e g(x)  x2 allora f(x)  g(x)  x  x2 per x! 0.
Suggerimento:





x!0   ! 1  0  1
1  0 = 1:
6
